






































































































































































































































































































Let ࢞ᇱ ൌ ሺݔଵ, ݔଶ, … , 	ݔ௜, … , ݔேሻ be a design vector with ݔ௜ ൌ 1 if patient i is assigned to Treatment 
and ݔ௜ ൌ 0 if patient i is assigned to Control. The randomness of the assignment involves the random 
selection of one particular design vector ࢞′࢑ ൌ ሺݔଵ௞, ݔଶ௞, … , 	ݔ௜௞, … , ݔே௞ሻ from the set of all 












Furthermore, consider ࢛′ ൌ ሺݑଵ, ݑଶ, … , 	ݑ௜, … , ݑேሻ, a vector of basic responses, and ࢟ᇱ ൌ
























  ܪଵ: ࢟ ൌ ࢛ ൅ ∆࢞࢑ (8) 
For example, if the treatment adds one measurement unit to each basic response if the patient is 
assigned to the treatment, the null and alternative hypothesis correspond to: 






  ܪଵ: ࢟ ൌ ࢛ሺ૚ ൅ ߬࢞࢑ሻ (10) 
For example, if one assumes that the treatment doubles each basic response for the patient that 
receives the treatment, the null and alternative hypothesis correspond to: 

































response of the treatment and the average response of the control, ݏ ൌ ଵ௡భ ࢞









Define the test statistic ݏ௞ ൌ ݏሺ࢞࢑, ࢟ሻ, as a function of the design vector and the response vector; the 
design vector is random and the response vector is fixed. Let ݏ௢௕௦ ൌ ݏሺ࢞࢕࢈࢙, ࢟ሻ be the observed value 
of the test statistic, also called the observed statistic for short, or put ݏ௢௕௦ ൌ ݏଵ for convenience. The 














  ߟ ൌ ܭ݌௥௜௚௛௧   









































࢞′૚ ൌ ሺ1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0ሻ 
࢞′૛ ൌ ሺ1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0ሻ 
࢞′૜ ൌ ሺ1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0ሻ 
and all other combinations up to 
࢞′૛૞૛ ൌ ሺ0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1ሻ. 
Suppose we randomly selected the first design vector ࢞૚ and that the following response vector is 
obtained: ࢟ ൌ ሺ51, 62, 75, 76, 77, 74, 89, 90, 92, 127ሻ in kilograms. The observed statistic is ݏ௢௕௦ ൌ
ݏଵሺ࢞૚, ࢟ሻ ൌ ଵହ ࢞ᇱ࢟ െ
ଵ
ହ ሺ૚ᇱ െ ࢞ᇱሻ࢟ ൌ 68.2 െ 94.4 ൌ െ26.2. All additional reference statistics are 
calculated and the only design vectors that would have led to a smaller reference statistic are: 
ሺ1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0ሻ with a reference statistic of െ27.4, ሺ1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0ሻ with a reference 





ݏଵሺ࢞૚, ࢟ሻ ൌ ቚଵହ ࢞ᇱ࢟ െ
ଵ





























































































































































































































































































































































































  Treatment Control  Average 
Assignment 1  62 75 76 127 340/4 = 85 
Assignment 2  62 76 75 127 340/4 = 85 
Assignment 3  62 127 75 76 340/4 = 85 
Assignment 4  75 76 62 127 340/4 = 85 
Assignment 5  75 127 62 76 340/4 = 85 














  Treatment Control  Deviation 
Assignment 1  68.5 101.5 −33 
Assignment 2  69 101 −32 
Assignment 3  94.5 75.5 19 
Assignment 4  75.5 94.5 −19 
Assignment 5  101 69 32 
Assignment 6  101.5 68.5 33 
Average  510/6 
= 85 
510/6 
= 85 
0/6 = 0 
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Figure 1. Reference distribution for a randomization test in a completely randomized design with two 
treatments and five patients in each treatment. The data are 51, 62, 75, 76, and 77 for one treatment 
and 74, 89, 90, 92, 127 for the other, and the difference between the treatment averages is taken as 
the test statistic. The black bars correspond to the reference statistics that are larger than or equal to 
the observed statistic, in absolute value. The two‐tailed randomization test p‐value corresponds to 
8/252. 
 
